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Aufgabe 1
Sei A ein faktorieller Ring. Beweisen Sie die folgenden Behauptungen:
1. Fiir jedes Primideal p C A hat man Inklusionen
ACAy, CQ(A),
wo Q(A) der Quotientenkdrper von A ist.
2. Wir haben
A= () A= N Aw
PCA,Primideal mCA,Maximalideal
Tipp: Beweisen Sie A C N Ay C N Am C A und bemerken Sie, dass
PCA,Primideal mCA,Maximalideal

die zwei ersten Inklusionen einfach sind. Fiir die letzte, benutzen Sie Folgerung 8.15(3).

Aufgabe 2
Sei K ein Korper und P € K[X] ein Polynom. Wir erinnern, dass P € (K[X])* < P € K* (Blatt4).
Beweisen Sie die folgenden Behauptungen:

1. deg(P) =1 = P hat eine Nullstelle (d.h. es gibt a € K mit P(a) = 0).

2. deg(P) =1 = P ist irreduzibel.

3. Wenn deg(P) € {2,3} ist P irreduzibel, genau dann wenn P keine Nullstelle hat.
4. Die irreduziblen Polynome von C[X] sind von der Form A(X —a), A € C*,a € C.

5. Die irreduziblen Polynome von R[X] sind
{P € R[X] | deg(P) = 1 oder deg(P) = 2 und P hat keine Nullstelle in R}

Tipp: Beweisen Sie, dass P = A[];_,(X —a;), mitay,...,a, € C, A € R, r = deg(P) und
bemerken Sie, dass wenn a; € C\ R, hat man P(a;) = 0= P(a;) = 0.

Aufgabe 3

1. Firn=1,2,3, finden Sie P, € F>[X] mit deg(P,) = n und P, irreduzibel in [, [X].
Tipp: Benutzen Sie Teil 4 von der Aufgabe 2.

2. Ist F»[X]/(P,) ein Integritétsring? Ist F»[X]/(P,) ein Korper?
(Tipp: Benutzen Sie Lemma 8.5.)

3. Wie viele Elemente enthilt F, [X|/(P,) ?



Aufgabe 4

Sei A ein faktorieller Ring. Beweisen Sie die folgenden Behauptungen:
1. Fira,b € A\ {0} gilt: a|b < v,(a) < v,(b) fiir jedes p € A prim.
2. Fiir p,q € A prim gilt: v,(a) = v,(a) fiir jedes a € A\ {0} < p und ¢ sind assoziiert.

3. Fira € A\ {0} gilt: a € A* < v, (a) = 0 fiir jedes p € A prim.

Aufgabe 5

Sei 0 = %‘Tg € C. Wir mochten beweisen, dass A = Z|[0] ein Hauptidealring ist (und wissen
schon, dass er nicht euklidisch ist). Wir mochten beweisen, dass jedes Ideal a C A ein Haup-
tideal ist. Wenn a = (0) ist a ein Hauptideal. Wir konnen also x € a\ {0} wihlen, so dass |x|
minimal ist und beweisen, dass a = (x), d.h. jedes y € a ein Vielfaches von x ist; das bedeutet,
dass die komplexe Zahl )XC in A liegt.

Beweisen Sie die folgenden Behauptungen (und jeden Schritt):

1. Fiirjedes y € aund jedes z € A hat man y+xz € a, —y+xz € aund
ye(x) & ytaze (x) & —y+aze (x),
also konnen wir y durch y 4+ xz oder —y + xz ersetzen.

2. Fiir jedes u € C gibtes z € A, sodassu+z€{a+zb a,beR,|b| < 4}

3. Fiir jedes u € C gibtes z € A, so dass u+z oder —u+z in

Q:{a+ib a,bER,0§a<1>0§b§@}

liegt.

4. Fiir jedes y € a gibtes z € A, S0 dass y = y+xz oder y/ = y — xz in erfiillt y;/ € 0. Wir
konnen also annehmen, dass e Q.

5. Wirnehmeny € a, mit ¥ € 0, d.h. 2 =a+ib,0<a < 1,0 < b < Y12 und beweisen, dass
€ (x) (dh. 2 € A).

(a) Wenn b < \/7§, gibtesn € {0,1}, sodass |2 —n| < 1.
Aus |y —nx| < |x| folgt, dass y = nx € (x).
(b) Wenn \/73 <bh< @, finden wir, dass
6—22 = (%—2a)+ib’,w0b’:@—2bistsodassO§b’<@—\/7§<
Es gibt dann n € Z, so dass [0 — 22 —n| < 1.
Aus |0x — 2y —nx| < |x| folgt, dass Ox — 2y —nx = 0, s0 22 € A.

S

(c) Aus? €Q,27 GAund%§§A,folgt,dass)y—ce{%,1+V —19 3+V_1 }

(d) Wenn 2 = V=L = 8 hatman (1-6)-2=6- )XC:
AusO;é\(l— )- 2 —2] < 1folgt, dass 0 # |(1 9)

)

]

(e) Wenn ¥ = 3+v=19 = 156 hat man (2 0
AusO;«é |(2— 9) ——3\ < 1 folgt, dass 0
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