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Wir arbeiten über ein Körper k, algebraisch abgeschlossen und schreiben

An = An(k),Pn = Pn(k)

für jedes n≥ 1.

Aufgabe 1
Sei d ≥ 1 eine ganze Zahl.

(a) Beweisen Sie, dass die Menge { f ∈ k[x,y,z] | f homogen vom Grad d} ein k-Vektorraum
vom Dimension (d+1)(d+2)

2 ist, mit Basis

xd,xd−1y,xd−1z,xd−2y2,xd−2yz,xd−2z2, . . . ,

xyd−1,xyd−2z, . . . ,xyzd−2,xzd−1,yd,yd−1z, . . . ,yzd−1,zd.

Diese kann man auch wie folgt schreiben:

xd,
xd−1y,xd−1z,

xd−2y2,xd−2yz,xd−2z2

...
xyd−1,xyd−2z, . . . ,xyzd−2,xzd−1,

yd,yd−1z, . . . ,yzd−1,zd.

(Jede Zeile ist der Form xiyd−i,xiyd−i−1z, . . . ,xiyzd−i−1,xizd−i mit i ∈ {0, . . . ,d})

(b) Beweisen Sie, dass

ϕd : P2→ P
d(d+3)

2

[x : y : z] 7→ [xd,xd−1y,xd−1z,xd−2y2,xd−2yz,xd−2z2, . . . ,yzd−1,zd]

(man nimmt die Basis von oben) ein abgeschlossener Morphismus ist, der ein Isomorphis-
mus

P2 '−→ ϕd(P2)

gibt (heisst ”Veronese Einbettung“).

(c) Sei P ∈ k[x,y,z] ein homogenes Polynom vom Grad d und C = V (P) = {[a : b : c] ∈ P2 |
P(a,b,c) = 0}. Beweisen Sie, dass die Einschränkung von ϕP ein Isomorphismus

P2 \C '−→ ϕd(P2) \H wo H ⊂ P
d(d+3)

2 eine Hyperebene ist (Nullstellemenge von einer
Gleichung vom Grad 1).

Beweisen Sie, dass P2 \C isomorph zu eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge von

A
d(d+3)

2 ist, also eine affine Fläche ist (affine Varietät vom Dimension 2).



Aufgabe 2
Sei ∆⊂ P2 eine abgeschlossene Teilmenge. Wenn ist P2 \∆ eine affine Varietät? Ist P2 \∆ glatt?
Vergleichen Sie dann mit Aufgabe 2 vom Blatt 2.

Aufgabe 3
Sei π : A2→ A2 der Morphismus (x,y) 7→ (x,xy).
Berechnen Sie die irreduzible Zerlegung von π−1(C) in irreduziblen Komponenten:

(a) C = {(x,y) ∈ A2 | x2 + y = 0⊂ A2}

(b) C = {(x,y) ∈ A2 | x2 + y3 = 0⊂ A2}

(c) C = {(x,y) ∈ A2 | xy+ y3 + x3 = 0⊂ A2}


