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Aufgabe 1

Sei k ein unendlicher Korper und
C={(xy) € A’(k) | ¥’ +y’ —xy=0}

Man mochtet beweisen, dass

birationale Abbildungen sind, die Inverse einzeinander sind (und dann, dass C irreduzibel ist).
Beweisen Sie dafiir die folgenden Behauptungen:

1. @ ist eine rationale Abbildung ¢@: A!(k) --» C.

2. yist eine Abbildung C\ {(0,0)} — Al(K), so dass y(¢(t)) = ¢ fiir jedes ¢ € A' (k) mit
t(£+1) # 0 und @(y((x,y))) = (x,y) fiir jedes (x,y) € C\{(0,0)}.

3. ¢ ist dominant (benutzen Sie 2).

4. C istirreduzibel (benutzen Sie Folgerung 4.21).

5. oy =idcund yo =idyi,.

Aufgabe 2

Sei k unendlich, Y = A!(k), Z = C die Kurve von Aufgabe 1 und ¢: Y --» Z, y: Z --» Y die
birationale Abbildungen von Aufgabe 1.

1. Berechnen Sie die zwei Menge

U ={y € dom(¢) | ¢(y) € dom(y)},V = {z € dom(y) | y(z) € dom(¢)}.
2. Beweisen Sie, dass Zg.s = Z \ {(0,0)}. (Benutzen Sie Lemma 4.37 fiir ,,O).

3. Machen Sie ein Bild von C C A?(k) fiir k = R.




Aufgabe 3
Sei k unendlich, n > 1 und @,: A'(k) — A"(k) der Morphismus

0.0 Al(k) — A™(K)
t o (et ).

Wir studieren das Bild ¥, = @, (A!(Kk)).
Beweisen Sie die folgenden Behauptungen:

n+i __

_ n xl —(xiH)”, i:1,...,n—1,
1. Y, {(xl,...,x,l)eA(k) )2 = kit =21

Fiir ,D“beweisen Sie: wenn x = (x1,...,x,) die obere Gleichungen erfiillt und x; # 0
beweisen Sie, dass x = @(x2/x1).

2. Y, ist eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge von A" (k) (benutzen Sie 1 und Folge-
rung 4.21).

3. Der dominante Morphismus ¢, : A!(k) — ¥, erfiillt

(@) (O(X) =K[t",....t"" N ={a+1"p|ack,pek[]}.

4. @,: A'(k) — Y, ist birational (benutzen Sie 3).
5. dim(Y,) = 1 und (Y,)glax enthilt ¥, \ {0} (benutzen Sie Lemma 4.37).
6. Firy=(0,...,0) € ¥, hat man

a+t'p
b+t"q

(@) (O, y) = { a,bEk,p,qek[t],b#O}
7. Beweisen Sie, dass dim7},(Y,) = n. (Es folgt, dass y nicht glatt ist, wenn n > 2).

Tipp: Beweisen Sie, mit 6, dass die Klassen von X1, ..., X, lineare unabhdingige Elementen
vom k-Vektorraum wmy, /(my, y)? sind.



