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Aufgabe 1

Sei n € Z, n > 2, n kein Multipel von ein Quadrat. Wir mochten beweisen, dass der ganze
Abschluss von Z in Q[v/n] = {a+ b/n} gleich Z[«a] ist, wo

van  wenmn n=23 (mod4),
o=
]+2\/?’ wenn n=1 (mod 4).

Beweisen Sie, die folgenden Behauptungen:
1. « ist ganz iiber Z.
2. Z[at] C Z, wo Z der ganze Abschluss von Z in Q[y/n] ist.

3. Die Abbildung
y:  Qlvn] — Qlvr]
a+byn — a—by/n

ist ein Ringisomorphismus, der auf Z die Identitét ist.
4. y(Z) = 7. (Beniitzen Sie 3).
5. x-y(x) € Zund x+ y(x) € Z fiir jedes x € Z.
6. ZNQ = Z. (Beniitzen Sie Aufgabe 4 von Blatt 10).
7. x-y(x) € Zund x + y(x) € Z fiir jedes x € Z (folgt aus 5 und 6).

8. Wenn a + b\/d € Z hat man 2a,a”> — b*n € Z (folgt aus 7). Das impliziert, dass 4b*n =
(2b)?-n € Z und dann 2b € Z.

9. Z={q+rJal|q,recZ}.

Aufgabe 2
Sei A = K[X,Y]/(Y?> —X?(X — 1)), wo K ein Korper ist. Beweisen Sie die folgenden Behaup-
tungen:
1. A ein Integrititsring (d.h. Y% — X?(X — 1) ist irreduzibel in K[X,Y]).
Tipp: Schreiben Sie K[X,Y] = K[X][Y], beweisen Sie dass Y*> — X*(X — 1) ein primitives
Polynom von K[X|[Y] ist, und beniitzen Sie der Grad beziiglich Y.

2. Sei Q(A) der Quotientskorper von A und A C Q(A) der ganze Abschluss von A in Q(A).
Beweisen Sie, dass t = ) € A, wo x,y € A die Klassen von X und Y sind.

3. Die Abbildung

v: K[X] = 0(4)
P(X) — P(t)

ist ein injektiver Ringhomomorphismus, so dass A C Bild(y).

4. A = Bild(y).



Aufgabe 3

Sei K C L eine Korpererweiterung, und ay,...,a,. Beweisen Sie, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

1. ay,...,a, sind algebraisch unabhingig iiber K;
2. Firi=1,...,nist g; nicht algebraisch iiber K(ay,...,a;_1).

Tipp: Beniitzen Sie Induktion iiber n.

Aufgabe 4

Sind aj,...,a, € L algebraisch abhingig iiber K? (wo K C L die folgenden
Korpererweiterungen sind).

1. KI@CLZ(C,CHZTL’,CIQZ\/?-F‘L
2. K=CCL=C(X1,Xz),a1 =X, a, =X+ 1.

3. K=R CL=C,a; € C (beliebig).

Aufgabe 5

Sei K C L eine Korpererweiterung. Eine Transzendenzbasis der Korpererweiterung K C L ist
eine Teilmenge S C L, die algebraisch unabhingig iiber K ist, und die maximal fiir diese Eigen-
schaft ist.

1. Seien ay,...,a; € L. Beweisen Sie, dass die folgenden Behauptungen dquivalent sind:

(a) {ai,...,a,} ist eine Transzendenzbasis der Korpererweiterung K C L

(b) ay,...,a, sind algebraisch unabhingig iiber K und L ist ganz iiber K (ay,...,ay).
2. Beweisen Sie, dass die folgenden Behauptungen dquivalent sind:

(a) L isteine ganze K-Algebra.
(b) Die leere Menge ist eine Transzendenzbasis der Korpererweiterung K C L.

(c) Alle Transzendenzbasen der Korpererweiterung K C L sind leer.

Aufgabe 6

Finden Sie eine Transzendenzbasis der Korpererweiterung K C L:
1. K=C, L=C(X,Y) (der Quotientskorper des Polynomrings C[X,Y]).
2. K = C, L ist der Quotientskorper von K[X,Y]/(X? —Y?).
3. K = C, L ist der Quotientskorper von K[X,Y]/(Y? —X*(X +1)).
4. K=R,L=C.

Sek K =Q,L=R.



