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Frühlingssemester 2016

Universität
Basel
Mathematik
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Aufgabe 1
Sei K ein Körper. Beweisen Sie die folgenden Behauptungen:

1. Für jedes (a1, . . . ,an) ∈ Kn ist der Ringhomomorphismus

ψ(a1,...,an) : K[X1, . . . ,Xn] → K
P(X1, . . . ,Xn) 7→ P(a1, . . . ,an)

surjektiv und erfüllt (X1−a1, . . . ,Xn−an)⊂ Ker(ψ(a1,...,an)).

2. (X1, . . . ,Xn) = Ker(ψ(0,...,0)).

Tipp: Für ”⊃“schreiben Sie ein Polynom P als

P = ∑
(i1,...,in)∈Nn

ν(i1,...,in)(X1)
i1(X2)

i2 · · ·(Xn)
in,

mit ν(i1,...,in) ∈ K für jedes (i1, . . . , in) ∈ Nn und beweisen Sie, dass

P ∈ Ker(ψ(0,...,0))⇔ ν(0,...,0) = 0.

3. Für jedes (a1, . . . ,an) ∈ Kn gilt

(X1−a1, . . . ,Xn−an) = Ker(ψ(a1,...,an)).

Tipp: Bemerken Sie, dass P(X1, . . . ,Xn) ∈ Ker(ψ(a1,...,an))⇔ P(X1 + a1, . . . ,Xn + an) ∈
Ker(ψ(0,...,0)).

4. Für jedes (a1, . . . ,an) ∈ Kn ist (X1−a1, . . . ,Xn−an)⊂ K[X1, . . . ,Xn] ein Maximalideal.

Aufgabe 2
Beweisen Sie, dass ((X1)

2 +1,X2, . . . ,Xn) ein Maximalideal von R[X1, . . . ,Xn] ist.
Tipp: Beweisen Sie, dass R[X1, . . . ,Xn]/((X1)

2 +1,X2, . . . ,Xn) isomorph zu C ist.

Aufgabe 3
Sei K ein Körper.

1. Beweisen Sie, dass der Transcendenzgrad von K ⊂ K[X1,X2] genau 2 ist.

2. Sei f ∈ K[X1,X2] ein irreduzibles Polynom vom Grad deg f ≥ 1 und sei L der Quoti-
entskörper von K[X1,X2]/( f ). Beweisen Sie, dass der Transcendenzgrad von K ⊂ L genau
1 ist.

Tipp: Beweisen Sie, dass die Klasse von X1 oder X2 in L eine Transcendenzbasis gibt.



Aufgabe 4
Sei K ein Körper, n ≥ 1 und K[X1, . . . ,Xn] der Ring der Polynome in n Variabeln mit Koeffizi-
enten aus K. Für jede Teilmenge S⊂ K[X1, . . . ,Xn] definiert man

V (S) = {(a1, . . . ,an) ∈ Kn | f (a1, . . . ,an) = 0 ∀ f ∈ S}.

Beweisen Sie dass

V ({ f1, . . . , fm})∪V ({g1, . . . ,gl}) =V ({ fig j}m,l
i=1, j=1).

für alle f1, . . . , fm,g1, . . . ,gl ∈ K[X1, . . . ,Xn].

Aufgabe 5
Sei K ein Körper, n ≥ 1 und K[X1, . . . ,Xn] der Ring der Polynome in n Variabeln mit Koeffizi-
enten aus K. Für jede Teilmenge M ⊂ kn definiert man

I(M) = { f ∈ K[X1, . . . ,Xn] | f |M = 0}= { f ∈ K[X1, . . . ,Xn] | f (p) = 0 ∀p ∈M}

Beweisen Sie die folgende Behauptungen:

1. S⊂ I(V (S)) für jede Teilmenge S⊂ K[X1, . . . ,Xn].

2. M ⊂V (I(M)) für jede Teilmenge M ⊂ Kn.

3. V (S) =V (I(V (S))) für jede Teilmenge S⊂ K[X1, . . . ,Xn].

4. I(M) = I(V (I(M))) für jede Teilmenge M ⊂ Kn.

5. I(Kn) = {0} ⇔ K ist unendlich.

Tipp: Für⇐ beweisen Sie dass Resultat mit Induktion über n.


