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Aufgabe 1
Sei A ein Ring.

1. Beweisen Sie, dass a C Anng(A/a), fiir jedes Ideal a.

2. Sei a ein Ideal. Ist es moglich, dass a = Anng(A/a) ? Ist es moglich, dass a C
Annyg(A/a)?

3. Beweisen Sie, dass A/b ein A/a-Modul ist, wenn a, b zwei Idealen von A sind, mit a C b.

Tipp: Benutzen Sie 1.

4. Beweisen Sie, dass Z/27Z ein Z/6Z-Modul ist, und berechnen Sie Anng, 7,(Z/27Z).

Aufgabe 2

Sei A ein Ring und n > 1. Beweisen Sie, dass A" ein freies A-Modul ist, mit Basis {ej,...,e,},
woe; = (1,0,...,0),e, = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,...,0,1).

Aufgabe 3

Ist M ein freies A-Modul (fiir die kanonische Operationen)?
1. A=Z,M=7/37x 7.
2.A=72Z,M=(2)=2Z.
3. A=7Z/6Z,M =7./27.
4. A=R,M=C.

5.A=7,M=0Q.

Aufgabe 4
SeiA =7/47, M, =7/47, M, =7./27.
Berechnen Sie Homy (M7, M;) und Homy (M, M;). (Finden Sie, wie viele Elementen es gibt,
und ob diese A-Modul isomorph zu “einfachste” A-Modul sind).
Tipp: Das Bild von [1] hat nur endlich viele Méglichkeiten (hochstens 4), und das Bild von den
anderen Elementen ist dann eindeutig bestimmt.



Aufgabe 5
Sei A ein Ring, I eine Indexmenge und M; ein A-Modul, fiir jedes i € A.

Wir definieren [] M; als die Menge von Abbildungen f: I — |JM;, so dass f(i) € M; fiir jedes
icl
i, und schreiben eine Abbildung f wie eine Folge: f = (f(i))c;-

1. Beweisen Sie, dass [[ M; ein A-Modul ist, durch
i€l

(mj)icr + (ni)icr = (mi +n;)icy und a - ((m;)icr) = ((a-mj)icr)
wo a € A, m;j,n; € M.

2. Beweisen Sie, dass

@M,- =< (mj)ier € HMi | nur endlich viele m; nich null sind
iel icl
ein A-Untermodul von [] M; ist.
iel
3. Bemerken Sie, dass @ M; = [ M; wenn [ endlich ist, und dass @M; = [[ M; = M| X

icl icl icl icl
My X -+ X My, wenn I = {1,... ,n}.

Aufgabe 6
Sei M ein A-Modul und (M;);c; eine Familie von Untermoduln von M. Man definiert

icl icl

ZMi = {Zm, | m; € M;, mit m; = 0 fiir fast alle i}.

1. Beweisen Sie, dass EIM,- ein A-Untermodul von M ist.
1

2. Beweisen Sie, dass 'ZIMi das kleinste A-Untermodul von M, das alle M; enthilt.
1S

3. Beweisen Sie, dass ﬂIMi ein A-Untermodul von M ist.
IS

4. Beweisen Sie, dass ﬂIMi dass grosste A-Untermodul von M ist, das in alle M; enthalten
€

ist.



