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Aufgabe 1

Sei k ein Korper, seien F,G € K[xg,x1,x2] zwei homogene Polynome, die irreduzibel sind, mit
degF =1, degG = 2. Beweisen Sie (mit Koordinatenwechseln und Rechnungen), dass die
folgenden Aussagen dquivalent sind:

1. Die Menge V (F,G) = V(F)NV(G) enthilt genau einen Punkt.

2. Es gibt einen Punkt p € V(F,G) so dass die Tangentenrichtungen von V(F) in p und
V(G) gleich sind.

Aufgabe 2

Seien K, K, C IP’Z(R) zwei Koniken. Finden Sie Beispiele fiir K1, K3, so dass K; N K, genau r
Punkte enthilt, mit r € {0,1,2,3,4} (es sind fiinf Paare (K, K;) zu finden).
Tipp: Fiir jedes Beispiel kinnen Sie K als die Konik {[u* : uv :v?] | [u : v] € P>(R)} nehmen.

Aufgabe 3

Seien p1,p2, p3, pa, ps € P?(K) fiinf verschiedene Punkte. Beweisen Sie mit dem Satz von
Bézout (zwei Kurven C, D C P?(k) ohne gemeinsame Komponente schneiden sich in hochstens
degC - deg D Punkten), dass die folgenden Behauptungen dquivalent sind:

1. Es gibt eine Konik durch py,..., ps (irreduz. abgeschlossene Kurve von PP? von Grad 2).
2. Es gibt genau eine Konik durch py,..., ps.

3. Es gibt keine Gerade durch drei der Punkte py,..., ps.



Aufgabe 4

1. Beweisen Sie, dass die Menge
U c P?(k)° = P?(k) x P?(k) x P?(k) x P?(k) x P?(k)

offen ist, wo U die Menge von 5-Tupeln (p1, p2, p3, pa, ps) € P?(k)? ist, wo alle p; ver-
schieden sind und so dass genau eine Konik durch die p; geht.

2. Beweisen Sie, dass U nicht leer ist, genau wenn k mindestens 4 Punkte enthiilt.

3. Beweisen Sie, dass P2 (k)5 irreduzibel ist, wenn Kk unendlich ist.
Tipp: Finden Sie eine offene Menge V C Pz(k)S, die dicht und irreduzibel ist (z.B. iso-
morph zu A'°(k)).

4. Beweisen Sie, dass U dicht in P2 (k)5 ist, wenn K unendlich ist.

Aufgabe 5

Benutzen Sie die Resultante um die singuldren Punkte der Kurve K = V(F) C P?(k), mit
char(k) # 2 und
F = )C()2)612 - 2)C()2X1XZ —l—)C()zsz —|—x0x12x2 - xlzsz.



